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0. INTRODUCCIÓN.  
La noción de derivada es históricamente anterior al concepto de límite, aunque suele estudiarse después. 
Surge del problema de calcular la tangente a la gráfica de la función en un punto, y fue Fermat el primero en 
aportar la primera idea al tratar de buscar los máximos y mínimos de algunas funciones: puntos de tangente 
horizontal. 
El concepto de derivada de una función surge en realidad, en el S. XVII en el marco de las investigaciones 
llevadas a cabo, con finalidades diferentes,  por dos científicos: Newton y Leibnitz, a los que se considera 
creadores del cálculo infinitesimal. Newton introdujo la derivada para solventar ciertos problemas de la física 
en movimiento, mientras que Leibtnitz lo hizo con la finalidad de resolver determinados problemas 
geométricos. 
Su uso constante a lo largo de casi tres siglos ha hecho de la derivada uno de los instrumentos básicos de 
cálculo, que sirve de base para otros temas de matemáticas como el cálculo integral, estudio local de 
funciones, …etc. 
 
1. FUNCIONES DERIVABLES. 
Definición: Sea  :f A R R  una función real de variable real y sea 0x  un punto interior de A  
  0 'x A A . Se dice que f  es derivable en 0x  sii existe el límite 


0
0
0
( ) ( )
lim
x x
f x f x
x x
. Al límite se le llama 
derivada de f  en 0x  y se escribe 


 
0
0
0
0
( ) ( )
'( ) lim
x x
f x f x
f x
x x
.  
Haciendo   0h x x , cuando  0x x , se tiene que  0h  y entonces, 
  
   
  
0
0 0 0
0
0 0
0
( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim lim lim
x x h h
f x f x f x h f x f
f x
x x h h
, lo que nos dice que la derivada de una 
función en un punto es el límite del incremento de la función f  partido por el incremento de la variable, 
cuando éste tiende a cero. 
Definición: Sea  :f A R R  una función real de variable real definida en un subconjunto abierto A . 
Se dice que f  es derivable en A  cuando lo es en cada uno de sus puntos. 
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Interpretación geométrica de la derivada. 
Sean 0 0 0( , ( ))P x f x  fijo y  0 0 0( , ( ))P x h f x h  arbitrario, ambos puntos de la 
gráfica f . Se tiene que 
   
    
0 0
0 0
( ) ( )f x h f x y
x h x h x
, luego 
 
  
  
  0 0 0
0 0 0
( ) ( )
lim lim lim
h h h
f x h f x y
tg tg
h h
. Por ser tg  una 
función continua en 
  
 
 
,
2 2
 y 0  el ángulo que forma la recta tangente a la curva en 0P  con el eje OX , ya 
que las cuerdas que unen el punto 0P  con todos los puntos P , al variar h  admiten una posición límite que es, 
por definición, la tangente a la curva en 0P . 
Por tanto, si  f x  es derivable en 0x , se tiene que  0'f x  es la pendiente de la tangente a la curva en 0x . 
Observación:  
 
  
 
0
0 0 0
0
0
0
( ) ( ) ( ) ( )
' lim lim
h x x
f x h f x f x f x
f x
h x x
, donde  



0
0
( ) ( )f x f x
x x
Tasa de Variación Media de f  en el intervalo  0 ,x x , es decir, es la pendiente de la secante a 
la gráfica f  por  0 0, ( )x f x  y  , ( )x f x . 
Como consecuencia,         0 0 0'y f x f x x x  es la ecuación de la recta tangente a f  en 0x , y 
 
 
 

   0 0
0
1
'
y f x x x
f x
 es la ecuación de la recta normal a f  en 0x . 
 
Derivadas laterales. 
Definición: Sea  :f A R R  una función real de variable real y sea 0x  un punto interior de A . Si existe el 
límite 

 
 0 0
0
( ) ( )
lim , 0 , 0
h
f x h f x
h h
h
, de dice que  f x  tiene derivada a la derecha de 0x : 
 

 
  
 
0
0 0 0
0
0
0
( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim lim
h x x
f x h f x f x f x
f x
h x x
. 
Si existe el límite 

 
 0 0
0
( ) ( )
lim , 0 , 0
h
f x h f x
h h
h
, de dice que  f x  tiene derivada a la izquierda 
de 0x :  

 
  
 
0
0 0 0
0
0
0
( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim lim
h x x
f x h f x f x f x
f x
h x x
. 
Evidentemente,  f x  es derivable en 0x     f x  es derivable a la izquierda y a la derecha de 0x , y 
además, las derivadas coinciden. 
TEOREMA (Derivabilidad y Continuidad) 
Si  f x  es derivable en 0x     f x  es continua en 0x . 
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Dem: si  f x  es derivable en 0x   


 
0
0
0
0
( ) ( )
'( ) lim
x x
f x f x
f x
x x
   
     
 


    


0 0
0
0 0 0
lim lim0
( ) ( )
lim ( ) ( ) lim ' 0
x x x x producto producto
f x f x
f x f x x x f x
x x
, luego, 


0
0lim ( ) ( )
x x
f x f x    
 f x  es continua en 0x . ■ 
Observación: el recíproco no es cierto. Veamos:  
 ( )f x x  es continua en  0x  y sin embargo no es derivable en  0x , ya que  '(0 ) 1f  y 
  '(0 ) 1f , con lo que  '(0)f . Se dice que f  tiene en  0x  un punto anguloso. 
  3( )f x x  continua en  0x  y no es derivable en  0x , 
 
  
3
3
20 0
1
lim lim
x x
x
x x
. En este caso, f  
tiene en  0x  un punto de tangente vertical. 
NOTAS: 
1) A partir del concepto de derivada lateral se amplía la definición de derivada de una función en un intervalo 
cerrado  ,a b . Será aquella que sea derivable en  ,a b  y además, a la izquierda de b  y a la derecha de a . 
2) Para que f  sea derivable en 0x ,  
- Ha de existir  0f x , para calcular 

 0 0
0
( ) ( )
lim
h
f x h f x
h
. 
- f  ha de ser continua en 0x . 
Luego la condición de continuidad es condición necesaria pero no suficiente. 
3) La derivada de f  en 0x , si existe, es única. (por la unicidad del límite) 
 
2. FUNCIÓN DERIVADA. 
Como hemos visto, si calculamos la derivada de una función f  en un punto 0x , obtenemos como resultado un 
número real. Así podemos definir una nueva función 'f  que asigne a cada punto x , el valor de la derivada en 
ese punto  'f x . 
Definición: (función derivada) La función 


' :
'( )
f R R
x f x
 , con 

 

0
( ) ( )
'( ) lim
h
f x h f x
f x
h
, recibe  el 
nombre de función derivada de f  o simplemente derivada. 
El dominio de esta función está formado por todos los x  para los que f  es derivable. 
Ejemplo: Hallar la función derivada de  3( ) 2f x x . 
  

       
   
 
 
3 3 3 2 2 3 3
0 0 0
2 2
2
0
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'( ) lim lim lim
(6 6 2 )
lim 6
h h h
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f x
h h h
h x xh h
x
h
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
 2
' :
6
f R R
x x
 y a partir de aquí, se calcula fácilmente el valor de 'f  en cualquier punto de f . 
      2 2'(0) 6 0 0 ; '(2) 6 2 24f f . 
Notaciones: '( ) , ' , , ,
df dy
f x y Df
dx dx
 
Reglas de derivación. 
Dadas dos funciones f  y g , éstas se pueden sumar, restar, multiplicar, dividir y componer. Aplicando la 
definición de derivada y las propiedades de los límites, se obtienen las reglas que permiten derivar funciones 
obtenidas al operar con otras funciones. 
 
1) Derivada de la suma 
Si ( )f x  y ( )g x  son derivables en a      ( )f g x  es derivable en a  y    '( ) '( ) '( )f g a f a g a . 
 
2) Derivada de un producto. 
Si ( )f x  y ( )g x  son derivables en a      ( )f g x  es derivable en a  y 
     '( ) '( ) ( ) ( ) '( )f g a f a g a f a g a . 
En particular, si ( )f x  es derivable en a  y k  es una constante    k f  es derivable en a  y 
   '( ) '( )k f a k f a . 
 
3) Derivada de un cociente. 
Si ( )f x  y ( )g x  son derivables en a  y ( ) 0g a   
 
 
 
( )
f
x
g
 es derivable en a  y 
    
 
 
2
'( ) ( ) ( ) '( )
'( )
( )
f f a g a f a g a
a
g g a
. 
 
Observación: 
 
  
 
2
'( )1
'( )
( )
f a
a
f f a
 con f  derivable en a   y ( ) 0f a    
 
 
 
1
( )x
f
 es derivable en a . 
 
4) Derivada de una función compuesta (Regla de la cadena). 
Sean :f A R , :g B R  con ( )f A B . Si f es derivable en a  y g es derivable en ( )f a     g f  es 
derivable en a  y    '( ) '( ( )) '( )g f a g f a f a . 
Dem: sea :h B R  definida por 


 
 
( ) ( ( ))
( )
( )( )
'( ( )) ( )
g y g f a
y f a
y f ah y
g f a y f a
. Como g  es derivable en ( )f a , h  es 
continua en ( )f a  y además      ( ) ( ( )) ( ) ( )g y g f a h y y f a y B . Por definición de h , 
         ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )g f x g f a g f x g f a h f x f x f a . Como f  es continua en a  y h  es 
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continua en ( )f a     h f  es continua en a , luego, 
 
 
 

   
 
( ( )) ( ) ( )( ( )) ( ( ))
'( ) lim lim ( ( )) '( ) '( ( )) '( )
x a x a
h f x f x f ag f x g f a
g f a h f a f a g f a f a
x a x a
. ■ 
 
5) Derivación de funciones inversas. 
Si f  es continua, inyectiva y derivable en a  con '( ) 0f a , su función inversa 1f  es derivable en  ( )b f a  y 
verifica   1
1
'( )
'( )
f b
f a
. 
Interpretación geométrica: dado que dos funciones inversas entre sí son simétricas respecto al eje de la recta 
y=x, las tangentes a ambas gráficas en P  y 'P tendrán pendientes inversas. 
 
Como consecuencia de las propiedades de la derivada de una función en un punto, se obtienen propiedades 
análogas para las funciones derivadas: 
1)       ( ) ( ) ' '( ) '( )f x g x f x g x  
2)    ( ) ( ) ' '( ) ( ) ( ) '( )f x g x f x g x f x g x  
3) 
  
 
 
2
( ) '( ) ( ) ( ) '( )
'
( ) ( )
f x f x g x f x g x
g x g x
 
4)     ( ) ' ' ( ) '( )g f x g f x f x  
5)   1
1
'( )
'( )
f x
f x
 
Notación de Leibnitz:  
( )
'( ) '( )
df x dy
f x o f x
dx dx
 para especificar la variable independiente. 
Otros recursos de derivación. 
1) Derivación logarítmica. 
A veces si  ( )y f x  es positiva, a la hora de derivar puede resultar más ventajoso derivar 
ln ln ( )y f x , si al segundo miembro le son aplicables las propiedades de los logaritmos. 
Ejemplo:  xy x     ln ln lnxy x x x , así que  
             
' 1
( ) ln ' ln 1 ln 1x
y
y f x x x y y x x x
y x
 
2) Derivación implícita. 
Si ( , ) 0F x y , implícitamente y  es función de x , y podemos obtener 'y  derivando con respecto a x  
( , ) 0F x y  (sin olvidar que y  es función de x ). 
Ejemplo:     2 2 4 5 0x y y   Hallar 'y  

          
 
2
2 2 ' 4 ' 0 2 (2 4) 0 '
2 4 2
x x
x y y y x y y
y y
 
3. DERIVADAS SUCESIVAS. 
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Dada ( )f x  función con dominio D, su función derivada '( )f x  con dominio 'D D , puede ser a su vez 
derivable en un cierto dominio '' 'D D . 
Definición: La función derivada de '( )f x ,  '( ) 'f x , se denota ''( )f x  y se denomina derivada segunda de 
( )f x . En general, si n N , decimos que ( )f x  es 1n  veces derivable en D  si ( )f x  es n  veces derivable 
en D  y la función derivada de orden n , ( ( )nf x , es derivable en D , en cuyo caso a   ( 1 (( ) ( ) 'n nf x f x  y se 
llama derivada de orden 1n  de ( )f x  en D . 
Este proceso puede continuar, obteniéndose sucesivamente la derivada tercera, cuarta, …, la derivada n-
ésima,… de la función ( )f x : ( ('( ), ''( ), '''( ), ( ),...., ( ),...IV nf x f x f x f x f x  
En notación de Leibnitz, 
 
  
 
2
2
''( )
df d fd
f x
dx dx dx
. Análogamente, ( ( )
n
n
n
d f
f x
dx
. 
Dentro del cálculo de derivadas n-ésimas, es muy útil, en muchos ejercicios, la denominada Fórmula de 
Leibntiz. 
 
TEOREMA (Fórmula de Leibntiz) 
Sean ( )f x  y ( )g x  con n veces derivables en un intervalo I . Entonces,  
     

           
                   
           

( ( ( 1 (1 ( 2 (2 ( ( ( (
00 1 2
n
n n n n n k k n k n k
k
n n n n n n
f g f g f g f g f g fg f g
k n k
 
Obsérvese su semejanza formal con la Fórmula de Newton para el desarrollo de la potencia n-ésima. 
Dem: por inducción sobre n. 
 n=1: cierto, (0f f . 
 (H.I.) Supongamos cierta para n k . Veamos para  1n k . 
(0f f  y (0g g , así que   

 
   
 

( ( (
0
k
k k r r
r
k
f g f g
r
. 
        

 
        
 

( 1 ( ( 1 ( ( ( 1
0
'
k
k k k r r k r r
r
k
f g f g f g f g
r
. Utilizando que 
     
            
1
,
1
k k k
p
p p p
, se llega a que  

  

 
   
 

1
( 1 ( 1 (
0
1kk k r r
r
k
f g f g
r
. ■ 
 
Ejemplo: Hallar la derivada n-ésima de      2 1 , 3 , 1y x L x n x . 
 
 
 
 
 
   
  

       
              
       2
1 2 3( 2
1 2( ) (1 )
( )
1 ! 2 ! 3 !
1 1 2 1 2 0
0 1 2(1 ) (1 ) (1 )
n n nn
n n nf x L x
g x x
n n nn n n
y x x
x x x
, ya que 
'''( ) 0g x  y lo mismo la sucesivas. 
 
4. INTEGRACIÓN NUMÉRICA. TEOREMA DE ROLLE. TEOREMA DEL VALOR MEDIO. REGLA DE L’HÔPITAL. 
Los resultados más útiles del cálculo diferencial se refieren a funciones derivables en todos los puntos de un 
intervalo.  
  
95 de 57 
PublicacionesDidacticas.com  |  Nº 43 Febrero 2014 
 
El Teorema del Valor Medio es frecuentemente atribuido a Lagrange, auque fue publicado por primera vez por 
Ampère y más tarde por Cauchy. Este teorema es uno de los más útiles del Análisis, ya que  nos permite acotar 
el incremento de una función cuando se conoce una cota de su derivada. 
Rolle, estudiando un método para resolver ecuaciones, estableció sin demostrar el resultado que ahora lleva su 
nombre, y que es esencialmente equivalente al Teorema del Valor Medio.  
 
En lo que sigue, notaremos por I  un intervalo no vacío de números reales. 
Definición: Dada una función :f I R , se dice que f  tiene en un punto a I un máximo relativo 
(respectivamente mínimo relativo) si hay algún número  0r  tal que    ,a r a r I  y     ,x a r a r  
se verifica que ( ) ( )f x f a  (respectivamente ( ) ( )f x f a ).  La expresión “extremo relativo” se utiliza para 
referirse indistintamente a un máximo o a un mínimo relativo. 
PROPOSICIÓN 
Sea :f I R  y a I . Supongamos que f  es derivable en a  y que f tiene un extremo relativo en a . 
Entonces, '( ) 0f a . 
Observación: que se anule la derivada en un extremo de la función es condición necesaria, no suficiente. 
 
TEOREMA DE ROLLE 
Sean ,a b R  con a<b. Sea  : ,f a b R  una función continua en  ,a b , derivable en  ,a b  y tal que 
( ) ( )f a f b . Entonces,    ,z a b  tal que  '( ) 0f z . ( z  es un punto de tangente horizontal). 
Dem: como ( )f x  es continua en  ,a b , en viritud del Teorema de Weierstrass, ( )f x  alcanza máximo y 
mínimo absoluto. Tenemos dos posibilidades: 
i) Ambos se alcancen en a  y en b . Entonces, como ( ) ( )f a f b , ( )f x  sería constante en  ,a b  y por tanto 
   '( ) 0 ,f z z a b . 
ii) Si alguno de ellos se alcanza en un   ,z a b , tal extremo debería ser relativo y como ( )f x es derivable en 
z , '( ) 0f z . ■ 
 
TEOREMA DEL VALOR MEDIO DE CAUCHY 
Sean ,a b R  con a<b. Sean ( ), ( )f x g x  funciones continuas en  ,a b , derivables en  ,a b , tal que 
( ) ( )g a g b  y tales que sus derivadas '( ), '( )f x g x  no se anulan simultáneamente en ningún punto de  ,a b  
. Entonces,    ,z a b  tal que 



( ) ( ) '( )
( ) ( ) '( )
f b f a f z
g b g a g z
.  
Dem: construimos       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )H x f b f a g x g b g a f x  
1) ( )H x  es continua en  ,a b  (por ser suma de continuas) 
2) ( )H x  es derivable en  ,a b  (por ser suma de derivables) 
3) ( ) ( )H a H b  
Por el Teorema de Rolle en  ,a b       ,z a b  tal que '( ) 0H z . 
       '( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( ) '( ) 0H z f b f a g z g b g a f z  y como ( ) ( )g a g b  y '( )g z  y '( )f z  no son nulos a la 
vez, podemos escribir la tesis pedida. ■ 
 
TEOREMA DEL VALOR MEDIO DE LAGRANGE  (Teorema de los incrementos finitos) 
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Sean ,a b R  con a<b. Sea ( )f x  una función continua en  ,a b , derivable en  ,a b . Entonces,    ,z a b  
tal que 



( ) ( )
'( )
f b f a
f z
b a
.  
Dem: basta con hacer ( )g x x  en el teorema anterior y se obtiene el resultado.  ■ 
 
Idea gráfica:  

 

( ) ( )f b f a
tg
b a
pendiente  '( )AB f z . 
“Existe un z  entre a y b cuya tangente es paralela a AB ” 
 
REGLA DE L’HÔPITAL 
Sean ,a b R  con a<b. Sean ( ), ( )f x g x  funciones derivables en un entorno de 0x  con '( ) 0g x  siendo 
 0 0( ) ( ) 0f x g x . Entonces, si existe 
 0
'( )
lim
'( )x x
f x
g x
, se tiene que  
 

0 0
( ) '( )
lim lim
( ) '( )x x x x
f x f x
g x g x
. 
Dem: sea 0x  y  0 ,E x  con '( ) 0g x . Sean  0 ,x x  y  0,x x , donde       0 0 0, ,x x x x  y 
      0 0 0, ,x x x x . Por ser ( ), ( )f x g x  derivables en  0 ,E x , son continuas en  0 ,E x , y por 
tanto son continuas en  0 ,x x  y  0,x x  , derivables en  0 ,x x  y  0,x x , así que, en virtud del Teorema del 
Valor Medio de Cauchy, 





0
0
( ) ( ) '( )
( ) ( ) '( )
f x f x f
g x g x g
, con   entre x  y 0x . Como 
 0 0( ) ( ) 0f x g x 



( ) '( )
( ) '( )
f x f
g x g
 y tomando límites, 


 

0 0
( ) ( )
lim lim
( ) ( )x x x
f x f
g x g
   por la continuidad de 
( ), ( )f x g x , 


0
0
0
( ) '( )
lim
( ) '( )x x
f x f x
g x g x
.  ■ 
5. APLICACIONES. 
Para finalizar el tema, vamos a señalar algunas de las aplicaciones de las derivadas. 
 
1) Cálculo de la recta tangente a una curva en forma explícita. 
Ejemplo:  2 0 1y x en x   '(1) 2y , ya que ' 2y x . Como 0 1x ,  
2
0 1 1y , así que la recta 
tangente a  2 0 1y x en x  es    1 2 1y x . 
 
2) Cálculo de la recta tangente a una curva dada implícitamente. 
Ejemplo:     2 2 0 09 2, 5x y en x y . 
 
       
2
2 2 ' 0 ' '(2)
5
x
x y y y y
y
. Así que la recta tangente a la curva es 
 

  
2
5 2
5
y x . 
 
3) Cálculo de la velocidad instantánea de un movimiento rectilíneo: 
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 
 
 
 
  
     
  0
( )
, ( ) lim '( )m
t
s t t s t t s ts
v en t t t v t s t
t t t
. 
Ejemplo: Velocidad en t=1 de un objeto cuya   2( ) 5 30s t t . 
      (1) '(1) 5 2 1 10v s . 
4) Cálculo de la aceleración de un movimiento rectilíneo: 
 ( ) ''( ) '( )a t s t v t
. 
 
5) Condiciones para el estudio de los extremos relativos de una función. 
 
PROPOSICIÓN 
Sea I  un intervalo abierto, f una función n veces derivable en un punto a I   2n . Supongamos que 
( ( ) 0kf a  para   1 1k n  y que ( ( ) 0nf a . Entonces,  
i) Si n  es par y ( ( ) 0nf a    f  tiene un mínimo relativo en a . 
ii) Si n  es par y ( ( ) 0nf a    f  tiene un máximo relativo en a . 
iii) Si n  es impar    f  no tiene extremo relativo en a . 
 
6) Condiciones para el crecimiento o decrecimiento de una función. 
 
TEOREMA 
Sea I  un intervalo abierto, f una función derivable en un punto a I . Entonces,  
i) Si f derivable y creciente en a    '( ) 0f a  
ii) Si f derivable y decreciente en a    '( ) 0f a  
 
7) Condiciones para la concavidad o convexidad de una función. 
 
Definición: Sea I un intervalo. Una función :f I R  se dice que es convexa  en I , si para cualesquiera 
,x y I  y para todo   0,1  se verifica que:            1 ( ) 1 ( )f x y f x f y . (Observación: la 
recta que une (x,f(x)) con (y,f(y)) queda por encima de la gráfica de f ). 
Cuando la desigualdad es estricta siempre que x y , se dice que f  es estrictamente convexa.  
Se dice que f  es cóncava si  f  es convexa. 
 
 
TEOREMA 
Sea I  un intervalo abierto, f una función derivable en un punto a I . Entonces,  
i) Si f es dos veces derivable en a  y ''( ) 0f a   f  es cóncava en a . 
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ii) Si f es dos veces derivable en a  y ''( ) 0f a   f  es convexa en a . 
 
Definición: llamaremos punto de inflexión a aquel punto donde la función cambia de cóncava a convexa o al 
revés. Por tanto la derivada segunda en ese punto tiene que ser cero. 
 
8) Método de Newton para resolver ecuaciones no lineales. 
 
 
6. CONCLUSIÓN 
Este tema constituye una herramienta fundamental en los estudios de física, química, biología y otras ciencias. 
De ahí la importancia de su estudio, ya que desde sus orígenes ha sido fundamental para medir la rapidez con 
que se produce el cambio de una magnitud o situación. De hecho, en distintas disciplinas como electricidad, 
electrónica, termodinámica, mecánica, economía, biología, etc, resulta de importancia fundamental no sólo 
saber que determinada magnitud o cantidad varía respecto de otra, sino conocer cuán rápido se produce esa 
variación.   ● 
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